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岩土体渗流自由面问题的重心插值无网格方法 

李树忱 1，王兆清 2，袁  超 1 
（1. 山东大学 岩土与结构工程研究中心，济南 250061；2. 山东建筑大学  工程力学研究所，济南 250101） 

 

摘  要：岩土体的渗透破坏、地下工程的防渗设计等无不与渗流计算有关。针对渗流自由面问题，提出一种重心拉格朗日插

值的配点型无网格方法。由于渗流自由面问题的求解区域是不规则区域，该方法通过将不规则求解区域嵌入一个正则矩形区

域，在正则区域上采用重心拉格朗日插值近似未知函数，利用配点法离散渗流问题的控制方程，将重心拉格朗日插值的微分

矩阵离散成代数方程表达的矩阵形式。将自由面上的边界条件通过重心拉格朗日插值离散，通过置换方程法和附加方程法施

加边界条件，利用正则区域上的重心插值配点法，通过迭代确定最终自由面的位置。数值算例表明所提出的无网格方法对于

求解渗流自由面问题的正确性和高精度。 

关  键  词：渗流自由面问题；无网格方法；重心拉格朗日插值；微分矩阵；配点法；正则区域法 
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Barycentric interpolation meshless method for solving rock and  
soil seepage free surface problems 

 
LI Shu-chen1，WANG Zhao-qing2，YUAN Chao1 

（1. Research Center of Geotechnical and Structural Engineering, Shandong University, Jinan 250061, China;  
2. Institute of Engineering Mechanics, Shandong Jianzhu University, Jinan 250101, China） 

 

Abstract: The seepage failure of rock and soil and the seepage design for underground engineering are closely related to the seepage 
calculation. A meshless collocation method based on barycentric Lagrange interpolation for solving seepage free surface problems in 
2D is presented. Embedded the irregular seepage domain into a regular rectangular domain, the seepage governing equation is 
extended into the regular rectangular domain. The unknown function of seepage in seepage domain is approximated by barycentric 
Lagrange interpolation in regular rectangular domain. Then, the barycentric Lagrange interpolation collocation method (BLICM) can 
be used to solve seepage problems in the regular rectangular domain. The governing equation of seepage problem is discretized by 
using BLICM into algebraic equations. Using notations of differentiation matrix and Kronecker product of matrices, the system of 
algebraic equations can be rewritten as matrix form. The boundary conditions are discretized by barycentric Lagrange interpolation 
and applied by using replacement equation method or/and additional equation method. The final location of free surface is obtained 
by iteration computation of BLICM in regular rectangular domain. The numerical results compared with others numerical methods 
indicate the correctness and high accuracy of the proposed method. 
Key words: seepage free surface problem; meshless method; barycentric Lagrange interpolation; differentiation matrix; collocation 
method; regular domain method 
 

1  引  言 

地下水渗流问题是岩土工程领域的一个重要的

研究课题，地下水渗流中的一个重要问题是渗流自

由面问题。在边坡、土坝、地下洞室及地下水运动

等渗流分析中，均涉及渗流自由面问题。岩土体边

坡中渗流自由面的确定，可以明确地下水在边坡中

的赋存特性及其运动过程。 
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含有自由面渗流问题分析的难点在于事先不知

道自由面的位置。分析含有自由面渗流问题的主要

方法是解析方法和数值方法。解析法采用复变函数

法分析渗流自由面问题[1]，由于实际问题的复杂性，

解析方法在实际工程应用中有很大的局限性。数值

方法可分为两类：网格型法和无网格型方法。基于

网格的数值方法有有限差分法[2]和有限元方法[3－5]，

在有限元法中由于浸润线穿越单元，处理上存在一

定的不便。为解决自由面穿越单元的问题，王兆清

等[6]提出了多节点有限元方法，郑宏等[7]提出基于

变分原理的改进 Bathe 算法。无网格型方法不需要

在求解域内划分计算网格，适合自由面问题的处理。

无网格型方法可分为域内无网格方法[8]和边界节点

方法。边界节点方法主要有边界元方法[9]、积分方

程法[10－11]和 Trefftz 方法[12－13]。边界元方法将域内

控制方程转化成边界上的积分方程求解，采用数学

优化的方法确定渗流自由面[14－15]。边界节点方法只

能求得边界节点上的函数值，对域内节点函数值需

要采用其他的数值方法确定，这在岩土渗流-应力等

耦合分析方面是不方便的。 
基于移动最小二乘法的无网格方法，由于近似

函数不具有插值性质，在边界条件的施加上是间接

的。采用具有插值性质的近似函数，可以方便处理

边界条件。拉格朗日插值是一种重要的数值逼近方

法，但当插值节点数量较多时，高阶拉格朗日插值

表现出数值不稳定性，著名的 Runge 现象说明了拉

格朗日插值的数值不稳定性。将拉格朗日插值公式

改写为重心公式形式，得到重心拉格朗日插值[16]，

重心拉格朗日插值具有数值稳定性好[17]、插值近似

精度高的优点[18－19]。基于重心拉格朗日插值的重心

插值配点法求解工程微分方程问题具有很高的计算

精度[20－22]。本文采用重心拉格朗日插值作为近似函

数，将不规则渗流求解区域嵌入正则矩形区域，采

用正则区域上的重心插值配点法，通过迭代求解渗

流自由面问题。该方法是一种域内无网格方法。 

2  重心拉格朗日插值及其微分矩阵 

考虑定义在区间[ ,  ]a b 上的函数 ( )u x ， ( )u x 在

节点 1 2 na x x x b     上的函数值为 iu   
( ), 1,2, ,iu x i n  。 ( )u x 的重心拉格朗日插值为[8] 

1 1
( )

n n
j j

j
j jj j

w w
u x u

x x x x 


           （1） 

式中： 1 ( ) , 0,1, ,j j kj kw x x j n    为重心插值

权。 
记重心拉格朗日插值的插值基函数为 

1
( ) , 1,2,

n
jk

k
jk j

wwL x k n
x x x x

 
      （2） 

函数 ( )u x 的重心拉格朗日插值可表示为 

1
( ) ( )

n

j j
j

u x L x u


             （3） 

则 ( )u x 的 m 阶导数可表示为 

( ) ( )

1

d ( )( ) ( )
d

m n
m m

j jm
j

u xu x L x u
x 

       （4） 

( )u x 在节点 1 2, , , nx x x 处的m阶导数可表示为 

( ) ( ) ( )

1 1
( ) ( ) ,  1,2, ,

n n
m m m

i j i j ij j
j j

u x L x u D u i n
 

      

                                        （5） 
式中： ( ) ( ) ( )m m

ij j iD L x 为第 j 个插值基函数在第 i 个
节点处的 m 阶导数值。 

将式（5）写成矩阵的形式 

( ) ( )m mu D u              （6） 

式中：
T( ) ( ) ( ) ( )

1 2, , ,m m m m
nu u u   u 为未知函数 ( )u x 在 

节点处的 m 阶导数值列向量； ( )mD 为未知函数的 m
阶重心插值微分矩阵，其元素为 ( ) ( ) ( )m m

ij j iD L x ； 
T

1 2, , , nu u u   u 为未知函数在节点处的函数值。 

一阶微分矩阵可以通过对式（2）求导直接得到，

高阶微分矩阵可以通过下面递推公式得到[16]， 

( 1)
( ) ( 1) (1)

( ) ( )

1,

,   
m

ijm m
ij ii ij

i j

n
m m

ii ij
j j i

D
D m D D i j

x x

D D




 

 
        

  



  （7） 

3  渗流问题的重心插值配点法 

3.1  渗流自由面问题的控制方程 
对于均质土坝 ABCD 的稳态渗流问题，上水头

为 1h ，下水头为 2h ，渗流自由面为 PS，溢出面为

ST，如图 1 所示。设水头函数u y p   ，其中 p
为流体的压强， 为流体的重度。根据 Darcy 定律，

二维稳态渗流的基本控制方程为 
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图 1  土坝的稳态渗流问题几何示意图 
Fig.1  Schematic diagram of steady seepage  

problem in dam 
 

2 2

2 2 0u u
x y
 

 
 

             （8） 

边界条件为 

1 1

2 2

3 4

0 4
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,  

,  
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u h
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u y
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  
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
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边界

边界
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          （9） 

式中： q u  n；n为边界 0 4,    的外法线方向。

由于在边界 4 上同时施加了第 1类和第 2类边界条

件，稳态渗流问题的定解问题式（8）、（9）是一种

偏微分方程自由边界边值问题。求解方程（8）、（9）
时，一般指定边界 4 上满足其中一个边界条件，通

过迭代使方程（8）、（9）满足另一个边界条件[14]。 
3.2  正则区域重心插值配点法计算公式 

假设初始自由面 PS 为直线，渗流自由面问题

的求解区域 APSD（）是不规则区域，将区域嵌

入一个正则的矩形区域 ABCD（ 0 ）， 0 ，将

渗流控制方程扩展到矩形区域，如图 2 所示。在区

域 0 的 x 、 y 方向分别布置 m、 n 个节点

   1,2,..., , 1,2,...,i jx i m y j n  ，构成区域 0 上的

张量积型计算节点 ( , ), 1,2,..., ; 1,2,...,i jx y i m j n  ，

未 知函数 ( , )u x y 在 这些节 点上的 函数值 为

( , ),  1,2,..., ; 1,2,...,ij i ju u x y i m j n   。利用重心拉

格朗日插值公式（3）的张量积型插值公式，未知函

数 ( , )u x y 近似为 

1 1
( , ) ( ) ( )

m n

i j ij
i j

u x y L x M y u
 

        （10） 

式中： ( )iL x 、 ( )jM y 分别为重心拉格朗日插值在节

点  1,2,...,ix i m 、  1,2,...,jy j n 上的插值基函

数。 

 
图 2  正则区域示意图 

Fig.2  Schematic diagram of regular domain 
 
将近似函数式（10）代入式（8），可得 

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) 0

m n m n

i j ij i j ij
i j i j

L x M y u L x M y u
   

      （11） 

令式（11）在所有的计算节点 ( , ), 1,2,...,i jx y i m ；

1,2,...,j n 上成立 

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) 0,

1,2,..., ; 1,2,...,

m n m n

i k j l ij i k j l ij
i j i j

L x M y u L x M y u

k m l n
   

  

 

 
 

                                       （12） 
注意到插值基函数性质 ( ) , ( )i k ki j l ljL x M x   ，并

利用微分矩阵的记号，方程组（12）可表示为矩阵

形式 
(2) (2) 0n m     C I I D U       （13） 

式中： (2)C 、 (2)D 分别为在节点  1,2,...,ix i m 、

 1,2,...,jy j n 上重心拉格朗日插值的二阶微分矩

阵； mI 、 nI 分别为m 、 n 阶单位矩阵；符号表

示矩阵的 Kroneckor 积[23]；U 为未知函数在计算节

点处函数值构成列向量 11 12 1 21 22[ , ,..., , , ,...,nu u u u uU  
T

2 1 2,..., , ,..., ]n m m mnu u u u 。 
3.3  边界条件的离散和施加方法 

求解代数方程组（13），需要施加适当的边界条

件。渗流问题与热传导问题的控制方程相同，对于

热传导问题，固定物理区域边界条件后，物理区域

内的温度分布与物理区域外的条件无关。因此，数

值计算时只需要考虑渗流物理区域的边界条件，

不需要考虑正则区域 0 的边界条件。边界条件式

（9）中有两类边界条件，即给定水头值的边界条件

和即给定水头函数通量的边界条件。在渗流物理区

域  的边界上取 N（ 2( )N m n  ）个边界点
b b( , ),i ix y  1,2,...,i N ，对于给定水头值的边界点，

其函数值由重心插值公式（10）可表示为正则区域

D 
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0 上计算节点处函数值的线性组合形式 

b b b b b

1 1
( , ) ( ) ( )

m n

k k i k j k ij k
i j

u x y L x M y u u
 

     （14） 

对于给定通量（法向导数）的边界条件 

0x y
u u uq n n

x y
  

   
  n

       （15） 

式中： ( , )x yn nn 为边界节点出的外法向单位向量。

由重心插值公式（10）可表示为 

b b b b

1 1

b b

( , ) ( ) ( )

( ) ( ) 0

m n

k k i k j k x
i j

i k j k y ij

q x y L x M y n

L x M y n u
 

  

 


    （16） 

对于固定的边界，其外法线方向的方向余弦容易确

定。对于未知的自由面边界，文献[11]采用边界点

附近的三点插值函数计算自由面外法线向量的方向

余弦，这里采用自由面节点坐标 f f( , ),k kx y k   
1,2,..., M 的重心拉格朗日插值确定。 

f

1
( )

M

k k
k

y L x y


           （17） 

边界条件式（16）、（17）可以采用置换方程法[23]

或附加方程法施加[22]。置换方程法就是用边界条件

离散方程替换方程组（13）的某一个方程；附加方

程法是将边界条件离散方程附加到方程组（13）中，

构成一个过约束代数方程组求解。在实际计算过程

中，常组合采用两种边界条件的施加方法，如果边

界节点与某一个计算节点重合，则用边界节点的离

散方程置换该计算节点编号对应代数方程，否则采

用附加法施加边界条件。 

4  数值实施和验证 

本文算例采用 Matlab 编写计算程序，以发挥

Matlab 强大的矩阵计算优势。计算节点采用特殊分

布的 Chebyshev 型节点，区间[ 1,  1] 上的第 2 类

Chebyshev 点为[23] 

 cos π / , 0,1,2,...,kt k n k n       （18） 

通过坐标变换 ( ) / 2 ( ) / 2x a b t b a    将式（18）
的点变换为任意区间[ ,  ]a b 上的计算节点。 
4.1  算例 1 

考虑文献[14]中的矩形水坝渗流自由面问题，

其上水头 1 6.301 mh  ，下水头 2 1.236 mh  ，坝宽

6.159 ml  。将土坝嵌入高宽为 6.301 m6.159 m
的正则矩形区域，渗流点 S 的高度初始假设为 3 m，

并假设 PS 直线为渗流自由面，如图 2 所示。在 x、
y 方向分别布置 21 个节点，构成 441 个张量型计算

节点，假设自由面满足通量边界条件 0q  ，由重心

插值配点法计算自由面节点的水头值 su ，并与自由

面边界条件u y 比较，如果 s  u y ，则调整自

由面节点纵坐标为 sy u ，继续采用重心插值配点

法计算，直至收敛得到自由面的位置。计算流程如

图 3 所示。 
 

 
图 3  迭代计算流程 

Fig.3  Flow chart of iteration procedure 
 
控制精度 0.001  ，重心插值配点法（BLICM）

计算的自由面位置与多节点有限元方法（MFEM）[6]、

边界元形状优化方法（BEMSO）[14]和解析解[14]的

比较如表 1 所示。由表 1 可以看出，重心插值配点

法的计算结果和其他数值方法的计算结果是相符

的。数值计算的压力水头等值线如图 4 所示。 
 

表 1  算例 1 中自由面节点的 y坐标值（单位：m） 
Table 1  y-coordinate values of nodes on free surface 

 in example 1 (unit: m) 
x 解析解 BLICM MFEM BEMSO 

0.505 

0.866  

1.472  

2.078  

2.785  

3.492  

4.243 

4.993 

5.491 

5.745  

5.997 

6.159 

6.179 

6.055  

5.822 

5.576  

5.253  

4.843  

4.401 

3.815 

3.374 

3.110 

2.800  

2.523 

6.174 

6.058  

5.831  

5.571  

5.228  

4.839 

4.366  

3.810 

3.367 

3.106  

2.793  

2.531  

6.198  

6.058  

5.834  

5.573 

5.232 

4.844 

4.371 

3.818 

3.340 

3.108 

2.811 

2.523 

6.208  

6.057  

 

5.598 

 

4.856  

 

3.853  

3.377  

3.110  

2.795  

2.513  

输入计算参数 

重心插值配点法计算

自由面水头值 
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sy u  

是 

否 

结束 
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图 4  算例 1 的压力水头等值线图 

Fig.4  Distribution of pressure head in example 1 

 
4.2  算例 2  

考虑文献[10]中的矩形水坝渗流自由面问题，

其上水头 1 24 mh  ，下水头 2 4 mh  ，坝宽 l   
16 m。将土坝嵌入高宽为 24 m16 m 的正则矩形

区域，渗流点 S 的高度初始假设为 16 m。2121 个

计算节点重心插值配点法迭代计算自由面的位置，

重心插值配点法（BLICM）计算结果和奇异积分方

程法（SE）[10]、超奇异积分方程法（HSE）[10]、基

本解方法（MFS）[11]计算结果的比较如表 2 所示，

可以看出本文方法的计算结果与其他数值方法的计

算结果是吻合的。重心插值配点法计算的自由面位

置见图 5 所示，压力水头等值线如图 6 所示。 
 

表 2  算例 2 中自由面节点的 y坐标值（单位：m） 
Table 2  y-coordinate values of nodes on free  

surface in example 2 (unit: m) 
x BLICM HSE SE MFS 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

23.743  

23.410 

23.016 

22.584 

22.099  

21.582 

21.012 

20.398  

19.745 

19.021 

18.256  

17.407  

16.483 

15.447  

14.250 

12.675 

23.740 

23.400 

23.010 

22.520 

22.090 

21.570 

21.000 

20.390 

19.730 

19.020 

18.240 

17.390 

16.450 

15.390 

14.090 

12.680 

23.760 

23.420 

23.030 

22.590 

22.120 

21.600 

21.040 

20.430 

19.780 

19.070 

18.300 

17.470 

16.560 

15.500 

14.150 

12.610 

23.750 

23.410 

23.030 

22.590 

22.120 

21.600 

21.040 

20.440 

19.790 

19.080 

18.320 

17.500 

16.590 

15.580 

14.400 

12.880 
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图 5  算例 2 的渗流自由面的初始假设位置和最终位置 

Fig.5  Initial guess location and final location of free 
surface in seepage in example 2 
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图 6   算例 2 的压力水头等值线图 

Fig.6  Distribution of pressure head in example 2 

 
4.3  算例 3 

考虑文献[8]中的梯形均质水坝渗流自由面问

题，坝顶高程为 20 m，坝顶宽为 7 m，坝基面高程

为 0 m，上游坝坡坡度 1 1: 2.5m  ，下游坝坡坡度

1 1: 2.0m  ，上游水位高程为 18 m，下游无水，基

础为不透水层，如图 7 所示。重心插值配点法计算

时，将水坝嵌入一个 97 m18 m 的矩形区域，在矩

形区域内布置 3020 个计算节点。取初始逸出高度

5 m，初始假设自由面为直线，经过 11 次迭代得到

的最终自由面位置见图 7 所示。计算得到的下游逸

出高度为 8.004 m，接近文献[8]采用无单元法的计

算结果 8.105 m。 
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图 7  算例 3 的坝体构型和最终自由面位置 

Fig.7  Configuration of dam and final location of free 
surface in example 3 

 

5  结  论 

（1）针对岩土体工程中渗流自由面问题，提出

一种重心拉格朗日插值的配点型无网格方法。将不

规则求解区域嵌入正则矩形区域，在正则矩形区域

上采用重心插值配点法计算渗流自由面问题，不需

要划分计算单元，也不需要进行数值积分，是一种

真正的无网格方法。将边界条件采用重心拉格朗日

插值离散，置换方程法或附加方程法施加边界条件，

为处理任意几何形状区域问题提供了极大的便利。 
（2）重心插值配点法计算得到计算节点的函数

值，计算节点处的导数值可通过微分矩阵直接计算

得出。对于其他位置点函数值和导数值可以通过重

心拉格朗日插值计算得到，这为后处理过程提供了

便利。 
（3）本文方法适用于均质水坝，对于变渗透系

数的非均质水坝，因为物理区域外的渗透系数无法

确定，不能采用正则区域重心插值配点法计算。对

于分区域均质水坝，采用区域分解法，在每一个子

区域上采用正则区域重心插值配点法计算。 
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